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 یمال یسکر یریتو آمار در مد اتیاضیکاربرد ر

  م ریاضیودر عل پایهمباحث : فصل اول -1

 در حوزه یک مبحث و 3ی هندسیهاسری ،2ترکیبات، 1هالگاریتم ؛علوم ریاضی مفهومسه  جاری فصل در 

این  خاصی هابر جنبه کیدأتهدف  .گیردمیقرار مورد بررسی  4تنزیل فاکتورهای عنوان تحت مالیامور 

 .کاربرد دارندمدیریت ریسک  درکه  است مباحث

 هالگاریتم -1-1

 :در ارتباط هستند 5هاتوان بابه صورت زیر  هالُگ یا هالگاریتم، اتدر ریاضی

(1-1) X ⇔ a=𝑏𝑥  =logb 𝑎 

 ."عکسلب و x به توان b با مساوی aکند که به طور ضمنی بیان می است x مساوی با، b مبنای در a لگاریتم"

 توانمی ،شود قرار دادهسمت چپ معادله  مساوی و محاسبه گردد (1 -1) اگر لگاریتم سمت راست معادله

  که: دادنشان 
(1-2) X             ( =logb(b

x 

 ماند.باقی می x و شدهحذف توان  ،𝑏x ا بدست آوردن لگاریتمب

های وع لگاریتمبا مجم برابر Yو  X ضرب دو متغیرریتم حاصلاین است که لگا هامهم لگاریتم ویژگی از

 .است متغیرآن دو 

(1-3) 

 

log𝑏(XY) = log𝑏 𝑌+ log𝑏 𝑋 

 است: هاآن تکتک اوت لگاریتمتفبرابر ، کسری متغیردو لگاریتم ، ایمشابهبه طور

(1-4) logb(
𝑋

𝑌
) = log𝑏 𝑋-log𝑏 𝑌 

 :خواهیم داشت، شود Yجایگزین  X، (1-3) در معادلهاگر 

(1-5) 

 

𝑙𝑜𝑔𝑏(𝑋
2) = 2 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑋 

                                                           
1 Ogarithms 
2 Combinatorics 
3 Geometric Series 
4 Discount Factors 
5 Exponents 
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  یاضیدر علوم ر یهپامباحث  1

 :دادزیر تعمیم  صورته فرمول توان ببدست آوردن با یج را انت توانمی

(1-6) log𝑏(X
n) = nlog𝑏 𝑋 

های رشته در رایجهای مبنا 2 مبنای و 10 مبنای باشد. مقداری تواند هرمی b لگاریتم مبنای، کلی طوربه

 مرسوم به قدری eمبنای  .است تررایج (e) 1اویلر عدد مالی به ویژه در هارشتهبیشتر در  اما، هستند خاص

 نامیممی 2لگاریتم طبیعی آن به است e وقتی پایه لگاریتم .نمودندارائه  یدانان برای آن نماداست که ریاضی

 نویسیم:می زیر فرمول در و

(1-7) In (a) = X⇔a=𝑒𝑥 

ه  ب هالگاریتم دارد. دلالت طبیعی لگاریتم به هالگاریتم مبحثکه  شودمیفرض ، شدبحث طور که همان

را نشان  یلگاریتمتابع  ( نمودار1-1) شکل شوند.ف میصفر تعری مساوی -بزرگتر  حقیقی عدد هرصورت 

 دهد. می

 
 ینمودار تابع لگاریتم: 1-1نمودار 

 افزایش هیچ محدودیتی بدون تابع لگاریتم صفر است. ،یک لگاریتم و است 3(-∞) نهایتبی منفی ،لگاریتم صفر

 شود. نزدیک می نهایتبینیز به مقدار  ln(X) ،رسدمینهایت بیبه  X که یطورهمان یعنی، دیابمی

 

 

 

                                                           
1 Euler’s Number 
2 Natural Logarithm 
3 Negative Infinity 
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 یمال یسکر یریتو آمار در مد اتیاضیکاربرد ر

 های لگاریتمیبازده

 : شودمیبه صورت زیر تعریف  که است در مالی هاترین کاربرد لگاریتمرایجیکی از بازده لگاریتم 

(1-8) ln⁡(1 + 𝑅𝑡)  =𝑟𝑡  

𝑃𝑡−𝑃𝑡−1 جایی که

𝑃𝑡−1
  =𝑅𝑡 .است 

 است. t زماندر  بهاداراوراق قیمت ⁡𝑃tو 1سادهاستاندارد یا  بازده t، 𝑅t زماندر  یلگاریتمبازده  ⁡𝑟tدر اینجا 

لگاریتم  عنوانهب r کوچکاز حرف  و 2سرمایه نماد عنوانبه R حرف بزرگاز  این رابطهدر کل کتاب 

 .نیستکلی  قاعده یکبه عنوان  و میعمو هبه هیچ وج اما، هستند رایج هانماداین  .شودمیاستفاده  هابازده

، کوچک مقادیربرای  .است (𝑅t +1) لُگبلکه ، نیست Rt لُگ، بازدهلُگ که  دقت داشته باشید همچنین

 بازده لگُبه  دقیقاًصفر درصد  سادهبازده  .هستندهم نزدیک بسیار  سادههای بازدهو  های لگاریتمیبازدهه زاندا

 مقادیرکه  ییاز آنجا .شودمی تفسیر یدرصد 53/9 بازدهلگاریتم  به درصد 10 سادهبازده  و همچنینصفر درصد 

 .هستندسازگار  مناسب و 3عملیاتی خطاهایو جلوگیری از  هاداده کنترلبرای  بنابراین ،هستندهم بسیار نزدیک 

 دهد.مینشان را آن متناظر های لگاریتمیبازدهو  سادههای بازدهاز  تعدادی 1-1 جدول

 )%( های سادهو بازده های لگاریتمیبازده: 1-1جدول  

(R  +1)ln R 

1 1 

88/4 5 

53/9 10 

23/18 20 

 

                                                           
1 Standard Or Simple Return 

در نظر گرفته  مرکب کردن. اثر استشده  یگذارهیسرما هیبر سرما ایهیدرآمد به علاوه سود سرما میها با تقس یگذارهیبازده حاصل از سرما

بندی گذاری وارد شده است، چرا که در این روش زمانهای گوناگون سرمایهشود. نقدهایی نیز بر کاربرد نرخ بازده ساده در تحلیلینم

 )مترجمان(. شودگرفته نمی در نظرهای سرمایه آشکار نیست و نیز ارزش زمانی پول ها و ورودیخروجی

 
2 Convention Of Capital 
3 Operational Errors 
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  یاضیدر علوم ر یهپامباحث  1

زیر  زنتخمیناز  توانمی اریتمیلگُ یهابازدهاستاندارد و  هایبازدهبین  یتر رابطهتخمین دقیقدستیابی به برای 

 :1نموداستفاده 

(1-9) 𝑟 ≈ 𝑅 −
1
2𝑅

2 

 اریتمیلگُبازده و است ناچیز )خیلی کم( 1-9 عبارت دوم سمت راست معادله کوچک است؛ R زمانی که تا

 .بودخواهند  هم مشابهبسیار  سادهو بازده 

 مرکب کردن -2-1

 یلگاریتم یهابازدهمالی امور  دراما ، دنباشساده  یهابازدهاز  ترپیچیدهممکن است  یلگاریتم یهابازده

این است که  یلگاریتم یهابازده ویژگیرکاربردترین پُ  یکی از دارند. ساده یهابازده از یبالاترکاربرد 

 طی در سادههای بازدهاستفاده از  با بهاداراوراق بازدهبه  دستیابیبرای  شود. اجرا های مرکببازدهبا  ستیبای

یک از  یک به هرعدد  افزدونیعنی ، قابل درک نیست شهودی و بسیار شودمیانجام که  کاری، دو دوره

 :آناز  یک عدد کم کردن و نهایتاً آنضرب سپس ، هابازده

(1-10) 𝑅2,𝑡 =
𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−2
𝑃𝑡−2

= (1 + 𝑅1,𝑡)(1 + 𝑅1,𝑡−1) − 1 

، یلگاریتم یهابازده بادوم، زمان گذشته است.  اندیس و دارددلالت  3بازدهل طوبه  R اول 2اندیس ،دراینجا

 :کنیممیبه سادگی جمع را آن و استتر سادهای بسیار چند دوره هایبازدهمحاسبه 

(1-11) 𝑟2,𝑡 = 𝑟1,𝑡+𝑟1,𝑡−1 

هم  این دو معادله شبیهکه  شودمی مشخص، 1-11 و 1-10 تمعادلا از طریق 1-8 معادله کردن ا جایگزینب

 .است نسبتاً ساده ی،بازدههر طول  به هاتعمیم این نمادهمچنین  .هستند

 مثال

  عمیم دهید.ت 1-11معادله در  را هر طول بازده 1-10 و 1-8با استفاده از معادله 

 پاسخ:

𝑅𝑛,𝑡 =
𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−𝑛
𝑃𝑡−𝑛

=
𝑃𝑡
𝑃𝑡−𝑛

− 1 = 𝑃𝑡
𝑃𝑡−1

𝑃𝑡−1
𝑃𝑡−2

…
𝑃𝑡−𝑛+1
𝑃𝑡−𝑛

 

                                                           
 تیلور در حدود صفر به دست آورد.  1-8توان با بسط معادله این تقریب را می 1

2 Denotes 
3 Length Of The Return 
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 یمال یسکر یریتو آمار در مد اتیاضیکاربرد ر

𝑅𝑛,𝑡 = (1 + 𝑅1,𝑡)(1 + 𝑅1,𝑡−1)… (1 + 𝑅1,𝑡−𝑛+1) − 1 

1 + 𝑅𝑛,𝑡 = (1 + 𝑅1,𝑡)(1 + 𝑅1,𝑡−1)… (1 + 𝑅1,𝑡−𝑛+1) 

𝑟𝑛,𝑡 = 𝑟1,𝑡 + 𝑟1,𝑡−1 +⋯+ 𝑟1,𝑡−𝑛+1 

قبلی ی طرف معادله ی دوهالگُ، پایانیبرای بدست آوردن خط ، نشان داده شده 1-3 در معادله ی کهطورهمان

 .یدآمیبدست  ،است ی آنهالگُ مجموع معادل دو متغیر حاصل ضرب هر لگُکه  واقعیتاز این  استفادهبا را 

 1مسئولیت محدود -3-1

 قرضهسهام و از جمله  2ی مالیهاداراییبسیاری از  در .است محدود ئولیتمس هالگاریتم بازده مهم ویژگیاز 

اگر ، مثال عنوانبه .شده استی گذارسرمایه در آن کهاست  ارزشیدهید می از دستبیشترین چیزی که 

دلار  100همان داداز دست  توانبیشترین چیزی که می، خریداری نمایید دلار100را  XYZ م شرکتاسه

 ی مالیهاابزار رایجمسئولیت محدود ویژگی  امروزه این به عنوان مسئولیت محدود شناخته شده است. است.

، واقع در نیست. قبولهمیشه مورد  در حالی که ،شودمی واقعپذیرش  موردکه به آسانی  شودمی محسوب

که  بوده پذیربزرگ امکان میتجاری عموی هامسئولیت محدود در قرن نوزدهم در شرکت زیادپذیرش 

 .هستندبسیار مهم ی مالی هاین بازارچنهم و نوینبرای اقتصاد 

 -100ذاری گسرمایه ممکن بازدهحداقل که  بدین معناستاز دست دهید  اولیه خود را یگذارسرمایه فقطاینکه 

ی کنید گذارسرمایهدر آن توانید میکه  ارزشیدر  3هیچ حد بالایی، طیفاین در انتهای دیگر  .خواهد بوددرصد 

ساده های بازدهبرای  محدودهاین  .است( نهایتبی) 4نامتناهی ،احتمالی بازدهحداکثر  ،در تئوری وجود ندارد.

 شود.می تعریفنهایت بیمثبت  تانهایت بیمنفی  محدوده از اریتمیلگُ یهابازدهبرای و  نهایتبیتا  درصد -100

(1-12) Rmin = −100% ⇒ rmin = −∞ 

𝑅𝑚𝑎𝑥 = +∞⇒ 𝑟𝑚𝑎𝑥 = +∞ 

پرداخته  یهای ریاضی وکامپیوتربه مدلوقتی مالی امور  در، گرددمیملاحظه  یبعد فصولکه در  طورهمان

توانند میکه  یهایمتغیریعنی ، تر استسادهبسیار  5کران()بی های نامحدودمتغیربا کار  اغلب، شودمی

 داشته باشند. نهایتبیمثبت  تا نهایتبیمنفی  یمحدوده

                                                           
1 Limited Liability 
2 Financial Assets 
3 Upper Limit 
4 Infinite 
5 Unbounded 
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  یاضیدر علوم ر یهپامباحث  1

 هالگاریتم بازدهترسیم  -4-1

 مجدد چیدمانبا  .هستندط مرتبها قیمت لُگ اباین است که چگونه  های لگاریتمیبازده مهم ویژگیدیگر از 

 :است مشاهده ی قابلآسانبه ، هامحاسبه لگاریتم و 1-10لهمعاد

(1-13                                                           )𝑝t−1 - 𝑝t  =rt 

بازده  علاوههبه جای محاسبه لگاریتم یک ب، هالگاریتم بازدهبرای محاسبه  .است 𝑃t لگاریتم 𝑝tجایی که 

 کنیم.از یکدیگر کم )تقاضل( را  هاقیمتی هاتوانیم به سادگی لگاریتممی، ساده

 .شودمی واقعمفید  ،یابندمینمایی رشد  شکلکه به  یی زمانهاسری نمودار جهت ترسیم هالگاریتمهمچنین 

 یک برای .گردد ترسیممیمقیاس لگاریت در هانمودار دادهد تا ندهمیاجازه  یکامپیوتر یهابسیاری از برنامه

 1داده سازیفشردهاز  در سطوح پایین میمقیاس لگاریت، یابدمیآن به طور نمایی رشد  قیمتکه  دارایی

تغییر  ،زمان کلدر  که کردملاحظه  نتوامیسانی آبه  1-13 معادله چیدمان مجددبا  کند.میجلوگیری 

 است: لگاریتم بازده معادل ،قیمت لگاریتم

(1-14)                                   𝑟t  =𝑝t−1 - 𝑝t =∆p
t

 
 

با گذشت زمان ثابت  زینلگاریتم قیمت در  رییثابت است، تغ هاکه بازده آن هاییییدارا یرو برا نیاز ا

 دو 1-3و 1-2ی هانمودار .کندمی تغییرثابتی  شیببا زمان  کلدر ثابت  نرخ نمودار یک در .خواهد بود

 yمحور و قیمت ،اولنمودار  y محور دهد.مییابد را نشان میدرصد افزایش  20سالانه  آنها قیمتکه  قرضه

 دهد.میرا نشان  قیمت لُگنمودار دوم 

 نمودار دراست.  مشکلیابد میافزایش یا کاهش  ،کل زمان در نرخ بازدهبیان اینکه ، 1-2 م نموداریرستبرای 

 یمعادله در .دهدمی ارائهرا  معادل نرخ بازده ثابتثابتی  شیب ،که خط مستقیم واقعیت وجود دارداین  3-1

 است. ثابت بازده نرخ معادل ،ثابت شیب 14-1

                                                           
1 Compression Of Data 

کمتر از همان اطلاعاتِ  ییهاتیکدکردن اطلاعات با استفاده از تعداد ب ندیها، در واقع فراداده یسازاطلاعات، فشرده هیو نظر وتریدر علوم کامپ

حذف  توانیرا م« مان»و « من» ریضما« مان برگشتممن به خانه»مثال در جمله  یبرا .کُدکردن است ۀژیو یهاکارگرفتن روشکدنَشده و با به

 کاسته شود. یزیاز مفهوم جمله چ نکهی، بدون ا«برگشتمبه خانه »نوشت؛  گونهنیکرد و جمله را ا
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 عادی قیمت: 2-1نمودار 

 
 لگاریتم قیمت: 3-1نمودار 

دهد میاجازه  هاقیمت لُگاما داشتن ، باشد واقعی قیمت دتوانمیفقط مقیاس لُگ  در yمحور، اول نمودار در

 در .زدتخمین را  لگاریتم بازده توانمی 1-13با استفاده از معادله سادگیبه  دیگری را انجام دهیم. موردتا 

           دو مقدار با کسر نمودن .یافته استافزایش  4/6 به 6/4ازتقریبی  طوربه قیمت لگاریتم، دوره 10 طی

 .استدرصد  18 دوره هر لُگ بازده بنابرایندهد. می را درصد 18 عدد ،10 عدد آن بر تقسیم و (6/4-4/6)

، از هستندهم  خیلی نزدیک سادههای بازده و های لگاریتمیبازده ،های کوچکبرای ارزش از آنجایی که

 .استیک ددرصد نز 20واقعی سادهبازده به خیلی  اینرو
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  یاضیدر علوم ر یهپامباحث  1

 )دائمی( 1العمردامامرکب م هایبازده -5-1

محصولات بسیاری از  در .است دائمی مرکب هایبازده، های لگاریتمیبازده در وحهدیگر مباحث مطر از

بر یا  سالانه یدوره سبر اسا ی بهرههانرخ ،های اعتباریوکارت 3یرهناوراق ، 2قرضه اوراق از جمله مالی

 هابه تعداد دوره است میاس نرخمعادل که  یار پرداختدمق، تاریخ پرداخت شوند. درمیاعلام  میمبنای اس

 شود.میفرضی ضرب  ارزش در وتقسیم 

 .دارددلار  1،000 ارزش فرضی ودرصد  6 اسمی نرخ و ماهانه پنوک ی بایهاپرداخت ایقرضه، مثال عنوانبه

 .(12درصد و تقسیم آن به  6در  1،000ضرب )حاصل شودمیپرداخت  ماهانه یدلار 5 نپوک

 صورت به درصد 5بهتر است  ایآ ؟گردندمقایسه  با هم مختلف هاییتعداد پرداختبا مالی چگونه دو ابزار 

 نرخ سالانهبه  میسا نرخیک راه حل این است که  ؟ماهانه صورت بهدرصد  5/4 ای دکنی پرداخت سالانه

 :گرددتبدیل 

(15-1                 )         1 - n (
𝑅اسمی

𝑛
  +1 ) = 𝑅سالانه 

 R، سالانه R با فرض ثابت بودن یابدافزایش می n زمانی کهاست.  نهسالا هتعداد دور ،n کهجایی 

 4پیتالوهبا استفاده از قانون ، شودمیشود. اگرچه در اینجا برهان حذف میکوچک در نرخ کاهنده  میاس

 شود.مینزدیک  لُگ نرخبه  میاس R، رسدمی نهایتبیبه  nکه  زمانی یمحدوده در، که نمود توان ثابتمی

برای  از این جهتپردازد. می شدن کوچک نهایتبی به به طور پیوستهابزار ، رسدمی نهایتبیبه  nکه زمانی

پیوسته ساده  نرخیا  دائمیمرکب  نرخب به اغل که شوداستفاده مینرخ لگاریتم  از ی بهرههانرختعریف 

مقایسه را با یکدیگر ی متفاوت هامالی با دوره ابزاردو توان می دائمیهای نرخ از طریقاشاره دارد. همچنین 

 .کرد

  مثال

 درصد 19 میاس نرخ میدوو  شش ماههرداخت پ اب درصد 20 میاس نرخاولی  که شودمی پیشنهاد  قرضهدو 

 اعتباریکیفیت  قرضهکه دو  فرض شودمحاسبه کنید.  راقرضه  هر دائمی نرخ مرکب. داردبا پرداخت ماهانه 

 گذاری بهتر است؟ سرمایه کدام .هستندهم  مشابهنیز دیگر  یهاویژگی میماتدارند و در  یامشابه

                                                           
1 Continuously Compounded Returns 
2 Bonds 
3 Mortgages 
4 L’hoˆpital’s Rule 
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  :پاسخ
 .کنیممی محاسبه قرضه رادو بازده سالانه  ابتدا

𝑅1,سالانه = (1 + 20%
2 )

2
− 1 = 21% 

𝑅2,سالانه = (1 + 19⁡%
12 )

12
− 1 = 20.75% 

 کنیم:میتبدیل  دائمیمرکب  هایبازدهسالانه را به  هایبازده سپس 

𝑟1 = 𝑙𝑛( 1 + 𝑅1,سالانه) = 19.06% 

𝑟2 = 𝑙𝑛( 1 + 𝑅2,سالانه) = 18.85% 

را این مقایسه  ی بهتری است.گذارسرمایه، اول قرضه لذا، هستند مشابه دو قرضه دیگر هایویژگی میتما

 .کردگذاری سالانه پایه یا دائمیی مرکب هانرخ بر اساس توانمی

  1باتترکی -6-1

جود و یروشگوید که چه تعداد می ترکیبات .شودمطرح می 2هاجایگشتابتدا مفهوم  ترکیبات مبحث در

گوید که چه می هاجایگشتکه  در حالی، کنیم مرتبآن  4مرتبهنظر از را صرف 3ئشتعدادی  تا بتوان دارد

 کنیم. مرتب، آن مرتبه توجه به با را شئوجود دارد تا بتوانیم تعدادی  یروشتعداد 

در  قصد داریم .موجود است ZوX،Y هاینام با 5پوشش ریسکصندوق که سه  فرض شود به عنوان مثال

 ،Yو X در گذاریمانند سرمایه متعددیی هاروشبا گذاری سرمایه .نماییم گذاریسرمایه آنها مورد از دو

XوZ یا YوZ پذیر است.امکان 

 را C(n,k) تعداد ترکیبات، آن انتخاب کنیم از را شی k و بخواهیم داشته باشیم شی n اگر، کلی طوربه

 .محاسبه کردبه صورت زیر  توانمی

(1-16) 𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
  =C(n,k)=(

𝑛
𝑘
) 

 فاکتوریل است. n به معنی !nجایی که  

(1-17)                                   𝑛! = {
1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑛 = 0
𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2). . .1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑛 > 0 

                                                           
1 Combinatorics 
2 Permutations 
3 Objects 
4 Regardless Of The Order 
5 Hedge Funds 
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چرا  .شوندمیجایگزین  یکدیگرترکیب احتمالی با  3دستیابی به  و جهت است k=2وn =3 فوق مثال در

 2دوم رتبهو صندوق  1اول رتبه صندوق نیاز به انتخابصندوق چرا به جای انتخاب دو  اهمیت دارد؟ مرتبه

 :شودداده مییی است که شرح هاجایگشتتعداد  پاسخ ؟دادرا انجام  آنتوان میبه چند روش  داریم؟

(1-18) P(n,k)=
𝑛!

(𝑛−𝑘)!
 

را  صندوقزمانی که  شوند. مرتبتوانند می آن یترکیبعناصر وجود دارد که انتخاب  !k، ترکیب برای هر

زیادی  هاجایگشتکه  داریمپس انتظار ، کردتوان آنرا مرتب که می دو روش وجود دارد کنیممیانتخاب 

دو برابر که  یدآمیبدست  ایگشتج 6، 1-18معادله  در k=2وn =3جایی با جابه طور مثال،به دو برابر شوند.

 .استتعداد ترکیبات محاسبه شده در قبل 

با استفاده از که  3ایجملهوزیع دو ت چهارم فصل در .دارندمدیریت ریسک  در ایگسترده بردرکاترکیبات 

 نکولمدل تواند برای می خود یبه نوبه ایتوزیع دو جمله .گرددمیمعرفی د نشوترکیبات مشخص می

ل پنجم در فص) (VaR( 6های ارزش در معرض ریسکمدل 5آزماییپسیا برای  ساده قرضه 4پرداخت()عدم

متغیر با ارائه دو  .دنشومحسوب می ایجملهقضیه دو مرکزترکیبات  همچنین .گردداستفاده  شود(ملاحظه می

X وY مثبت عدد صحیح و n ، شودصورت زیر بیان میهب ایجملهقضیه دو: 

(1-19                                  )𝑌𝑘⁡𝑋𝑛−𝑘 ⁡∑ (
𝑛
𝑘
)𝑛

𝑘=0  =(𝑋 + 𝑌)𝑛 

 :مثال عنوانبه

(𝑥 + 𝑦)3 = 𝑥3 + 3𝑥2𝑦 + 3𝑥𝑦2 + 𝑦3  (20-1                )  

قضیه  شوند،میبحث  سوم ر فصلدکه  9کشیدگی و 8چولگی، 7واریانس یهاهآمارهنگام محاسبه 

 .شود واقع مفید، تواندای میدوجمله

                                                           
1 First-Place Fund 
2 Second-Place Fund 
3 Binomial Distribution 
4 Model Defaults 
5 Back-Test 
6 Value At Risk 
7 Variance, 
8 Skewness, 
9 Kurtosis, 
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  1تنزیل فاکتورهای -7-1

 آتییک دلار سال  مقابلدر را یک دلار امروز داشتن  همچنین و آتی رآمدد را بر فعلی درآمد افرادبیشتر 

ان انتظار گذارسرمایه کنند ومی دریافتوام بهره از  هادلیل است که بانک اندباین  ودهند ترجیح می

یک  و منطقی عاقل فردیک ، عدم تورموجود حتی با  ی خود دارند.هاگذاریسرمایهمثبت در  هایبازده

برای جایگزین  در آیندهبه بیش از یک دلار  ،دیگر یعبارتهب دهد.میدلار امروز را به یک دلار فردا ترجیح 

 یک دلار امروز نیاز داریم.آن با  نمودن

ثابت  Rتنزیل  نرخ اگر. شودمی بحث آتیی هایا ارزش شده دی تنزیلنق هایجریان ازمالی اغلب امور در 

 :هستند یکدیگر در ارتباطبا به صورت زیر  3آتیو ارزش  2فعلیارزش ، گرفته شودنظر  در

 (1-21                                     )𝑉𝑡+𝑛

(1+R)n  =𝑉t 

 𝑉t، مثبت است R از آنجایی که. است n +tدارایی زمان  ارزش 𝑉t+n و tارزش دارایی در زمان  𝑉tجایی که 

تر پایین فعلیبه ارزش منجرتنزیل بالاتر  نرخ، باشند مشابهموارد سایر  وقتیخواهد بود.  𝑉t+nکمتر از  لزوماً

 .کوچکتر خواهد شد آتینقدی جریان  فعلیارزش  nبا بزرگتر شدن  یابهخواهد شد. به طور مشا

به منظور  .استتر عامل تنزیل آسانعنوان هب بازده استفاده از در برخی موارد، R تنزیل نرخ استفاده ازبه جای 

 .کردتنزیل ضرب  فاکتور دررا  تیارزش آتوان میبه سادگی ، فعلیدستیابی به ارزش 

(1-22)                           ⁡𝑉𝑡 = (
1

1+𝑅)
𝑛

𝑉𝑡+𝑛 = 𝛿𝑛𝑉𝑡+𝑛 

 

به عنوان  𝛿nیا  δ از متعددینویسندگان  خواهد بود. 𝑉t+nکمتر از 𝑉t، از یک است کوچکتر δکه از آنجایی

  .کنندیاد میتنزیل  فاکتور

                                                           
1 Discount Factors 
2 Present Value 
3 Future Value 
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  1ی هندسیهاسری -8-1

سپس  وشود میشروع   2نامتناهی یی طولهابا سری .گردندمیی هندسی معرفی هاسری ذیل بخش در دو

 .رویممی 3متناهی یی طولهاسریسوی به  موجودبا توجه به نتایج 

  نامتناهیی هاسری -1-8-1

این موضوع را  اثباتدر سعی ، مشهور خود )تناقض( یهادر یکی از پارادوکس فیلسوف یونان باستان 4نوزِ

، جاهر  آن دربه منظور دستیابی  زیرا ،5و دارای حقیقت نیست است حرکت یک خطای حسی داشت که

 مینی ستیبای، که به نقطه نیمه راه رسیدیدمیهنگا. نموداز مسافت را برای مقصد نهایی طی  میابتدا باید نی

همیشه نیمه دیگر ، کامل شودها از نیم مسافت کند که چه تعدادمی. فرقی ننمودمانده را طی از فاصله باقی

 «زنو» قضیهاشتباه اثبات  بعد از خود برسید. مقصدبه هرگز توانید مین احتمالاًمسافت باقی مانده است. 

با محاسبه از  کاهنده را ینامتناهبه طور  فواصل" نوزِ "است.  هبود بزرگیمشخص گردید که اشتباه بسیار 

 یمختلف یهارشتهدر  . همچنینمورد بحث قرار دادکوچک  نهایتبیدر مقیاس ن آبا مفهوم تغییر  و قبل

به . شویممی مواجه هستندی نامتناهکه  هاییاغلب با سری مالیامور  . درمطرح گردیدی نامتناه هایسری

 توسعه جهت بررسیمشابه  اساسیابزارهای ، هستندمحدود  طولانی یهاسری حتی زمانی که وضوح

جمع زیر  تا شودمیسعی  اصلی پارادوکسر مورد د اساسیبه طور . استدر دسترس ی نامتناههای سری

  :گرددمحاسبه 

(1-23) 𝑆 =
1
2 +

1
4 +

1
8+. .. 

S 1 است که ضرب گونه وجود دارد. ترفند این ترساده یروش، خوشبختانه ؟مساوی چیست
 طرفیندر  2

1 کردن کسر مقابلدر  یدقیق و مشابه اثر مساوی
 :دارد سمتاز هر دو  2

 

 

                                                           
1 Geometric Series 
2 Series Of Infinite Length 
3 Series Of Finite Length 
4 Zeno 

داران هراکیتی که جهان فقط شامل حرکت و تغییر فبنابراین دارای حقیقت نیست. زنو برای انتقاد به طر. چون مفهوم حرکت متناقض است 5

 . مطرح کردرا کس( و)پاراد است و هیچ ثباتی در اشیاء وجود ندارد تعدادی از قضایای متناقض
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از  طرفینکم کردن 
1
 درطرفین ضرب  : 2

1
2 : 

𝑆 =
1
2 +

1
4 +

1
8+. .. 

 

𝑆 −
1
2 =

1
4 +

1
8 +

1
16+. .. 

𝑆 =
1
2 +

1
4 +

1
8+. .. 

 
1
2 𝑆 =

1
4 +

1
8 +

1
16+. .. 

 

 .باشند هم مساوینیز بایستی سمت چپ دو معادله  لذا، هستند مشابه همراست دو معادله از آنجایی که سمت 

 حل کنید. ورید وآسمت چپ هر دو معادله را بدست 

1
2 𝑆 = 𝑆 −

1
2 

1
2 𝑆 =

1
2  (24-1                    )  

𝑆 = 1  
از مسافت  میاگر نی که زنو در اشتباه بود.کندبیان می و شودیک جمع میعدد  بای نامتناههای سری در واقع

ها با کل نیمه مسافت میتمامجموع . کندمیکل مسافت را طی ، شودنامعینی انجام دفعات در تعداد  وحفظ 

 :در دست استهای زیر که سری شودفرض ، "زنو" برای تعمیم پارادوکس .استبرابر فاصله 

(1-25)                                                                    S=∑ 𝛿𝑖∞
𝑖=1 

δ ،1 زنودر اینجا 
ن نوع به ای، ندهست برخوردار یکسانیها از قدرت سری اعضای تمامی که از آنجایی .است 2

خواهد  ینامتناه آن مجموع، کمتر از یک باشدδ| |کهمیهای هندسی اشاره داریم. ماداها به عنوان سریسری

 کنیم.میضرب  δ دررا  طرفدر این زمان دو  ،نموداستفاده قبل  اساسی مشابهژی استراتاز توان میبود و 

(1-26) 

𝛿𝑆 =∑𝛿𝑖+1
∞

𝑖=1

 

𝛿𝑆 = 𝑆 − 𝛿𝑡 = 𝑆 − 𝛿 
𝑆(1 − 𝛿) = 𝛿 

𝑆 =
𝛿

1 − 𝛿
 



 

 

25 
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1جابجاییبا
 اب .استسازگار از قبل  آمده معادله با نتیجه بدستدر کل تناقض زنو  کهشود میملاحظه ، δبا  2

کمتر از  ستیبای |δ|دلیل اینکه شاید ید کمتر از یک باشد. با |δ|شرح دادیم که ، 2-26معادله  دستیابی به

 شود کهمیجمع  نهایتبی مقداربا آنرا به سادگی ، یک باشدمساوی با   δاگر  .نباشد واضح یک باشد

 معادله که در این صورت شودبر صفر تقسیم  استنیاز  در این مورد گرچها. شدخواهد  نهایتبی مجموع

 . دهدارائه میرا  یدرست پاسخ 26-1

کوچکتر  δداد. اگر  ارائهرا  اشتباه پاسخ 1-26اما معادله ، است ینامتناهمجموع ، باشدبزرگتر از یک  δاگر 

عبارت ، شودضرب  δکه دو طرف معادله اصلی در  شود. وقتیمیبه صفر نزدیک  ∞𝛿پس، باشداز یک 

𝛿∞+1  اگر افزاییم. میرا به انتهای معادله اصلی|δ|  و مجموع  شودمی این عبارت نیز صفر، باشدکمتر از یک

فرض این با شود و میبزرگ  ینامتناهعبارت پایانی به طور ، بزرگتر از یک باشد |δ|اگر  .است بدون تغییر

منتظر  متناهیهای تا انتهای بخش زیر سری، اگر مجهول باشد، بدون تغییر باشد اشتباه استآن که مجموع 

ها بین سریای به طور فزاینده باشد -1کمتر از  δاگر . شویممی مواجهبه این مسئله  مجدداًجایی که ، بمانید

 مساوی با δ اگر، نهایتاً جمع نخواهند شد.یکدیگر با در نوسان خواهد بود وو مثبت  منفیبزرگ های ارزش

 .است 0و -1 بینآن مجموع  و خواهد بود متغیر+ 1 و -1 بین هاسریباشد،  -1

 بسیار( δنه ) است 1 به جز عبارت اول که .میشومی مواجهی هندسی هابا سری مسائل مالی ویژه در نکته:

𝛿0) اضافه شده که برابر 1-25به معادله  i=0 جدید همعادلدر  .باشدمی 1-25ی هـشبیه معادل = با  .است (1

 :یدآمیبدست  معادله زیر، به نتیجه قبلی 1عدد  افزودن

(1-27)                                                   1
1−δ = S=∑ 𝛿𝑖∞

𝑖=0 

 دارد. بسزاییثیر أت و دقیقبسیار  i=1به i=0 تغییر، گرددمیملاحظه که  طورهمان

 مثال

پرداخت  با دائمی فعلیارزش  .کندپرداخت می دائمیبه طور پن ثابتی را وک، اوراقی است که دائمیاوراق  

 .باشددرصد  4 تنزیل رخشود که ن . فرضکنیدتعیین را دلار  5سالانه 

 :پاسخ

𝑉 =∑
5

(1.04)𝑖
∞

𝑖=1
 

𝑉 = 5⁡∑(
1

1.04)
∞

𝑖=1

𝑖

= 5⁡∑ 0.96𝑖 = 5⁡ 0.96
1 − 0.96 = 5.25

∞

𝑖=1

 

𝑉 = 125  
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 متناهیی هاسری -2-8-1

 سادهاغلب  1مستغلات و املاک سهام و یتنزیل و یدائمهای ی مالی از جمله مدلهاسناریودر بسیاری از 

 در است. نامتناهی ییکه گو میانجام ده یارا به گونه یطولان یهااز پرداخت یسر کیاست که 

راه حل برای ها این موقعیت هستیم. مواجهمتناهی  کاملاً وی خیلی بلندمدت هاسری با های دیگرموقعیت

 عوجمم اساسیتکنیک  .دهدمی ارائهتری را دقیق پاسخ نهایتاً و دهدمیخوبی ارائه  برآورد متناهیی هاسری

که تنها تفاوت این است  .است تناهیی هندسی نامهامشابه سری ،یمتناههندسی  و مدتی بلندهاسری

 .(نیست)همگرا  نیستپایانی به صفر نزدیک  تاعبار

(1-28) 

𝑆 =∑𝛿𝑖
𝑛−1

𝑖=0
     

𝛿𝑆 =∑𝛿𝑖+1 = 𝑆 − 𝛿0 + 𝛿𝑛
𝑛−1

𝑖=0
   

𝑆 =
1 − 𝛿𝑛

1 − 𝛿
    

 و معادله کندمیمیل صفر  به ⁡𝑆n ،رسدمی یمتناهبه  n هنگامی 1 کمتر از |δ| برای که کردملاحظه  توانمی

 1 از کمتر |δ| که هستیم ییهاعلاقمند موقعیت اغلب، مالی امور در شود.مینزدیک  1-26 به معادله 28-1

 δ اگر .استمعتبر  1-26 ف معادلهبرخلا 1-28 معادله 1از بیشتر |δ|های برای ارزش کماکان اما، باشد

 :یدآمیبه دست  فرمول زیر شودجایگزین  nجای هب نهایتبی و باشد 1 بزرگتر از

(1-29)              ∞  =−∞

1⁡−δ  =1⁡−∞
1⁡−δ  =S=

1⁡−𝛿∞
1⁡−𝛿 

در بخش  که طورهمان .است -1از بیشتر  δبرای  (δ-1ین حقیقت متکی هستیم که )ه اب یبرای مرحله نهای

 .است نامتناهی در واقعو  ینامتناهی هندسی هامجموع سری، 1 بزرگتر از δبرای ، گردیداشاره قبلی 

 

 مثال

 چقدرسالانه  یدرصد 5 کوپن و دلار100فرضی شده جدید با ارزش  منتشرساله  20 قرضهفعلی ارزش  

 وجود نداشته باشد. نکولو ریسک  درصد ثابت 4 تنزیل نرخفرض شود که  ؟است
 پاسخ:

                                                           
1 Real Estate 
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در که  ریدلا 5کوپن  20قرضه  .نمایداستفاده می تناهیی هندسی مهاسری تنزیل و از فاکتوراین سوال  

 کوپنآخرین پرداخت  و قرضه میاسارزش  ؛همچنین .کندپرداخت می شودمی شروعسال از یک زمان 

 :شودمی به شرح زیر( V) ارزش جاری از اینروشود. بازگشت داده می بیستمدر سال 

𝑉 =∑
5⁡

(1.04)𝑖 +
100

(1.04)20⁡ =

20⁡

𝑖=1
5⁡∑(

1
1.04)

𝑖

+
100

(1.04)20⁡

20⁡

𝑖=1
 

 

⁡δ) تنزیل فاکتوراستفاده از با  مجموع ارزیابی  =
1

1.04 =  :داریم (⁡0.96

 

𝑆 =∑
1

(1.04)𝑖 =
20⁡

𝑖=1

∑(
1

1.04)
𝑖

=∑𝛿𝑖 = 𝛿 + 𝛿2+. . . +𝛿19 + 𝛿20⁡
20⁡

𝑖=1

20⁡

𝑖=1

 

𝛿𝑆 = 𝛿2 + 𝛿3+. . . +𝛿20⁡ + 𝛿21 = 𝑆 − 𝛿 + 𝛿21 
𝑆(1 − 𝛿) = 𝛿 − 𝛿21 

𝑆 =
𝛿−𝛿21

1−𝛿 = 13.59  

 :یدآمیبدست  ینتیجه نهای ،لوا یمعادله ج دراینت قرار دادنبا 

𝑉 = 5 × 13.59 +
100

(1.04)20 113.59 

 .استی دلار 100 اسمیاز ارزش  بیشتر یدلار59/113 قرضهفعلی که ارزش  شودتوجه 

گفته ، باشدتنزیل  نرخ بالاتر از قرضه کوپن نرخو  داشته باشدوجود نی نکول اگر هیچ ریسک طور کلیهب

کمتر از  قرضهوقتی ارزش  بود و خواهد قرضه میاساز ارزش  بیشتر اق قرضهرفعلی اوارزش  شود کهمی

 میبیشتر از ارزش اس قرضهی ارزش وقتو همچنین یا تخفیف  به کسر قرضهگوییم که می باشد میاس ارزش

 ،باشدبرابر  میارزش اس با دقیقاً فعلی ارزش که زمانی .رسدبه فروش میبا صرف  که شودگفته می باشد

 .به فروش رفته است میارزش اس لمعادکه  شودگفته می
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  مسائل

 حل کنید:را در عبارات زیر  yمقدار -1

 Y=In(𝑒5) .الف

1) .ب
𝑒

)Y=In 

 Y=In (log) .ج

 نیمه سالانه نرخ؟ چقدر استن آسالانه معادل  نرخشود. میگزارش  درصد 5 میواانه ماه میاس نرخ -2

 ؟استچقدر  دائمیو نرخ  )شش ماهه(

. است 100شاخص  اولیه. ارزش است درصد 2/11سهام شاخص بازار  لگاریتم بازده سال یک یدر ط-3

 ؟چقدر استارزش پایان سال 

 نکول دوتایی قرضهتوان می مختلفچند روش به دقیق  طوربه .در اختیار دارید قرضه 10 با یپرتفوی -4

 با اهمیت نباشد. قرضهنکول که  فرض شود؟ داشته باشیم

سالانه  تنزیل نرخاز  شود چیست؟میی که در هر سال برای همیشه پرداخت دلار 100 مبلغ فعلیارزش  -5

 .شودانجام می بعد در یک سال دقیقاًاول  پرداخت فرض شودو  شوداده استف درصد 4

 طورسهام به  سودکه  فرض شودیک سال پرداخت خواهد کرد. طی سهام در  سودیک دلار  abcسهام  -6

 سود فعلیارزش  یابد.زایش اف درصد 5 نرخ باسهام  سودداشته باشد و پرداخت  تداومسالانه برای همیشه 

 ارزیابی کنید. درصد 6سالانه  تنزیل نرخسهام را با استفاده از 

 کندمیپرداخت  درصد 6با نرخ  سالانه آن کوپنکه  دلار 100میاسساله با ارزش  10 قرضهفعلی ارزش  -7

 .شوداستفاده  درصد 8سالانه  تنزیل نرخ؟ از استچقدر 

 .حل کنید زیررا در عبارت  X مقدار-8
𝑒e

x
= 10⁡ 
 

∑                           :را محاسبه کنید عبارت مقابل مجموع -9 (−0.5)i9
i=0 

 کمیتهبکارگیری در  گر برایتحلیل 4گر دارد. نیاز به انتخاب تحلیل 10 یریسک شرکت دپارتمان -10

 ؟نمودوری آگردتوان میگر را احتمالی از چهار تحلیل هایگروهحسابرسی ویژه دارید. چند 

چقدر  درصد 2سالانه  کوپندلار و  100میاسبا ارزش  شده منتشرکه اخیراً ساله  10 قرضه فعلیارزش  -11

  .نداشته باشدوجود  ینکولگونه ریسک و هیچ باشد ثابت درصد 5 فرض شود که نرخ تنزیل سالانه؟ است
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